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ПуПустьсть g — простпростаяая комплекомплекснаясная алгебраалгебра Ли,Ли, G — соответствующаясоответствующая связнаясвязная
односвязнаядносвязная группагруппа Ли,Ли, T — макмаксимальныйсимальный тор,тор, T regreg — мномножествоество регурегулярныхлярных
элементовэлементов тора,тора, h — соответствующаясоответствующая картартановскановскаяая поподалгебра,далгебра, n = rkrk g =
dimdim h.

ПуПустьсть Φ обознаобозначаетчает соответствующуюсоответствующую алгебреалгебре ЛиЛи g системусистему корней,орней, Φ+ —
мномножествоество полоположительныхжительных корней,орней, {α1, . . . , αn} — простыепростые корни,орни, {ω1, . . . , ωn}
— фундаментфундаментальныеальные веса,веса, ( · , · ) — инвариантноеинвариантное скскалярноеалярное произведение,произведение, та-а-
кое,ое, чточто (α,α, α) = 2 длядля короткихоротких простыхпростых корнейорней α, gα — соответствующиесоответствующие
корневыеорневые поподпространствадпространства алгебрыалгебры ЛиЛи g, xα ∈ gα , x−α ∈ g−α удовлетвордовлетворяютяют
условиюсловию (xα, x

−
α ) = 1, tωi ∈ h — элементэлемент, соответствующийсоответствующий ωi припри изомор-изомор-

физмефизме h → h∗ . АналогичноАналогично hi — этоэто элементэлемент соответствующийсоответствующий αi . ПолоПоложимжим
di = (αi, αi)/2. ОпределимОпределим такжакже

Ω =
∑

α∈Φ+

(x+α ⊗ x−α + x−α ⊗ x+α ) +
1

di

∑
i

tωi ⊗ hi ∈ g⊗ g.

НакНаконец,онец, пупустьсть eα ∈ C[T ] — мономиальнаямономиальная функция,функция, заданнаязаданная корнеморнем α.
ЯнгианЯнгиан Y (g) — этоэто ассоциативнаяассоциативная алгебра,алгебра, деформациядеформация универсальнойуниверсальной обер-обер-

тывающейтывающей алгебрыалгебры U(g[t])]), гдеде g[t] — алгебраалгебра токтоков.ов.
Определение.Определение. ЯнгианЯнгиан Y (g) — этоэто ассоциативнаяассоциативная алгебраалгебра с единицейединицей наднад

полемполем C , поропорожденнаяжденная элементэлементамиами {x,x, J(x) | x ∈ g} сосо следующимиследующими определя-определя-
ющимиющими соотношениями:соотношениями:

xyxy − yx = [x,x, y], J([([x,x, y])]) = [J(x), y],

J(cxcx + dydy) = cJcJ(x) + dJdJ(y),

[J(x), [J(y), z]]]]− [x,x, [J(y), J(z)]])]] =
∑

λ,μ,νλ,μ,ν∈Λ

([([x,x, xλ], [[[[y, xμ], [z, xν ]])]]){xλ, xμ, xν},

[[[[J(x), J(y)])], [z, J(w)]])]] + [[[[J(z), J(w)])], [x,x, J(y)]])]]

=
∑

λ,μ,νλ,μ,ν∈Λ

(([(([x,x, xλ], [[[[y, xμ], [[[[z, w], xν ]])]])

+ ([([z, xλ], [[[[w, xμ], [[[[x,x, y], xν ]]))]])){xλ, xμ, J(xν)}
длядля всехвсех x,x, y, z, w ∈ g и c,c, d ∈ C , гдеде {xλ}λ∈Λ — некнекоторыйоторый ортонормированныйортонормированный
базисбазис в g, {x1, x2, x3} = 1

2424

∑
π∈S3

xπ(1)(1)xπ(2)(2)xπ(3)(3) длядля всехвсех x1, x2, x3 ∈ Y (g).
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ЧерезЧерез

R̂(u) = IdId−Ωu−1 +
∑
k�2

R(k)u−k ∈ (Y (g)⊗ Y (g))[[))[[u−1]]]]

обознаобозначимчим универсальнуюуниверсальную R-матрицу-матрицу [1,[1, теорематеорема 3.4].3.4]. ПуПустьсть V — произвольноепроизвольное
нетривиальноенетривиальное конечномерноеонечномерное предстпредставлениеавление янгиана,янгиана, ρ — соответствующийсоответствующий
гомоморфизмгомоморфизм Y (g) → End(End(V ). В работеработе [1][1] янгианянгиан Y (g) былбыл заданзадан другимидругими
образующимиобразующими (RTT -образующими)-образующими) и соотношениямисоотношениями (см.(см. такжакже [7]):[7]):

Определение.Определение. YV (g) — этоэто ассоциативнаяассоциативная алгебраалгебра с единицейединицей наднад полемполем C

с образующимиобразующими t(r)ijij , 1 � i,i, j � dimdimV , r � 1, и определяющимиопределяющими соотношениямисоотношениями

R(u− v)T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u)R(u− v) в End(End(V )⊗2 ⊗ YV (g)[[)[[u
−1, v−1]]]],

S2(T (u)))) = T (u+ 1
2cg),

гдеде T (u) = (tijij(u))))i.ji.j=1=1,...,... dimdimV , tijij(u) = δijij+
∑

r�1 t
(r)
ijij , R(u−v) = (ρ⊗ρ)R̂(u−v),

S(T (u)))) = T (u)−1 , cg — зназначениечение элементэлемента КазимираКазимира алгебрыалгебры ЛиЛи g нана присо-присо-
единенномединенном предстпредставлении.авлении.

Теорема.еорема. [1[1] ОтобрОтображениеажение ψ : YV (g) → Y (g) , такоетакое, чточто T (u) �→�→ (ρ ⊗
1)1)R̂(−u) , задаетзадает изоизоморморфизмфизм междумежду YV (g) и Y (g) .

ДалееДалее считсчитаем,аем, чточто V =
⊕n

i=1=1 V (ωi, 0)0) — суммасумма фундаментфундаментальныхальных пред-пред-
стставленийавлений янгиана,янгиана, см.см. напримернапример [2].[2]. Известно,Известно, чточто еслиесли V (ωi, 0)0) рассматри-рассматри-
ваетсвается какак предстпредставлениеавление алгебрыалгебры ЛиЛи g, тото V (ωi, 0)0) = Vωi ⊕

⊕
μ<ωμ<ωi

V
⊕kµ
μ , гдеде

kμ ∈ Z�0 [2].[2]. ЗдесьЗдесь Vμ — непривонеприводимоедимое предстпредставлениеавление алгебрыалгебры ЛиЛи g стстаршегоаршего
весавеса μ и μ < ωi ознаозначаетчает, чточто ωi−μ — суммасумма полоположительныхжительных корней.орней. Такжакже мымы
в дальнейшемдальнейшем бубудемдем отоотождествлятьждествлять YV (g) и Y (g) посредствомпосредством изоморфизмаизоморфизма ψ
изиз приведеннойприведенной теоремы.теоремы.

ПуПустьсть C ∈ G — регурегулярныйлярный элементэлемент. ПуПустьсть πi : V → V (ωi, 0)0) — проекция,проекция,
T i(u) = πiT (u)πi . Рассмотримассмотрим рядыяды

τi(u,u, C) = trtrV (ωi,0)0) ρi(C)T
i(u), 1 � i � n.n.

КоэффициентыКоэффициенты рядовядов τi(u,u, C) попарнопопарно коммутируютоммутируют и алгебраическиалгебраически неза-неза-
висимывисимы [5[5].]. ПороПорожденнуюжденную имиими поподалгебрудалгебру обознаобозначимчим черезчерез B(C). ПоПодалгебрыдалгебры
видавида B(C) называютсназываются поподалгебрамидалгебрами Бете.Бете. КакКак покпоказаноазано в работеработе [5[5],], в слу-слу-
чаечае g = slsln этиэти поподалгебрыдалгебры совпадаютсовпадают с поподалгебрамидалгебрами Бете,Бете, определеннымиопределенными в
работеработе [6].[6]. ОсновнымОсновным резурезульльтатоматом даннойданной работыработы являетсявляется следующаяследующая

Теоремаеорема 1.1. ДляДля любоголюбого C ∈ T regreg подалгебрподалгебра БетеБете B(C) являетсяявляется макси-макси-
мальноймальной кокоммутативнойммутативной подалгебройподалгеброй в YV (g) .

Такак какак длядля любыхлюбых двухдвух предстпредставленийавлений W1 , W2 янгианаянгиана коэффициентыоэффициенты ря-я-
довдов trtrWi ρ(C)()(ρ ⊗ 1)1)R̂(u), i = 1, 2, попарнопопарно коммутируютоммутируют [5],[5], мымы получаемполучаем опи-опи-
саниесание поподалгебрдалгебр БетеБете в Y (g):

СледствиеСледствие 2.2. ДляДля любоголюбого C ∈ T regreg подалгебрподалгебра БетеБете B(C) в Y (g) порож-порож-
денадена элелементамиментами

trtrV ρ(C)()(ρ⊗ 1)1)R̂(u),

гдегде (ρ,ρ, V ) пробегаетпробегает всевсе конечноконечномерныемерные представленияпредставления янгианаянгиана Y (g) .



КраткиеКраткие сообщениясообщения 8787

ДокДоказательствоазательство теоремы.теоремы. ЗададимЗададим фильфильтрациютрацию нана YV (g): degdeg t
(r)
ijij = r−1.

ЗададимЗададим градуировкуградуировку нана U(g[t])]): deg(deg(x · tr) = r − 1 длядля любоголюбого x ∈ g. Тогогдада
grgrYV (g) = U(g[t])]), см.см. [1].[1]. НашаНаша цельцель — докдоказать,азать, чточто grgrB(C) = U(h[t])]). От-От-
сюсюдада бубудетдет следоватьследовать требутребуемоеемое утверутверждение,ждение, такак какак U(h[t])]) — макмаксимальнаясимальная
коммутоммутативнаяативная поподалгебрадалгебра в U(g[t])]), см.,см., например,например, [3,[3, леммалемма 1.7.4].1.7.4].

ОбознаОбозначимчим черезчерез τ (r)i коэффициентоэффициент припри u−r рядаяда τi(u,u, C), а черезчерез h(r) и g(r)

поподпространствадпространства h · tr ⊂ g[t] и g · tr ⊂ g[t] соответственно.соответственно. Заметим,Заметим, чточто стстаршаяаршая
частьчасть коэффициентоэффициента τ (r)i линейналинейна относительноотносительно заданнойзаданной фильфильтрации,трации, а такжакже
инвариантнаинвариантна относительноотносительно сопрсопряжяженияения элементомэлементом C ∈ T regreg . ОтсюОтсюдада следуследуетет,
чточто стстаршаяаршая частьчасть каждогоаждого коэффициентоэффициента τ (r)i припри u−r рядаяда τi(u,u, C) попадаетпопадает
в h(r) .

ОтоОтождествимждествим g(r) длядля каждогоаждого r � 1 с касательнымасательным пространствомпространством в точкточке
C группыгруппы G. ПриПри этомэтом отоотождествленииждествлении коэффициентыоэффициенты τ

(r)
i , i = 1, . . . , n, явля-явля-

ютсются дифференциаламидифференциалами характероварактеров предстпредставленийавлений V (ωi, 0)0) какак предстпредставленийавлений
группыгруппы ЛиЛи G в точкточке C ∈ T regreg , чточто следуследуетет изиз заданиязадания U(g[t])]) образующимиобразующими и
соотношениями,соотношениями, см.см. [1,[1, предлопредложениеение 4.4],4.4], и изиз [1,[1, теорематеорема 6.5].6.5]. НоНо дифференци-дифференци-
алыалы характероварактеров фундаментфундаментальныхальных предстпредставленийавлений в регурегулярнойлярной точкточке линейнолинейно
независимы,независимы, см.,см., например,например, [4].[4]. ПринимаяПринимая вово вниманиевнимание то,то, чточто любоелюбое непри-непри-
воводимоедимое предстпредставлениеавление моможетет бытьбыть реализованореализовано какак стстаршееаршее поподпредстдпредставлениеавление
тензорноготензорного произведенияпроизведения фундаментфундаментальныхальных предстпредставлений,авлений, получаем,получаем, чточто диф-диф-
ференциалыференциалы характероварактеров предстпредставленийавлений V (ωi, 0)0) выражвыражаютсаются черезчерез характерыарактеры
фундаментфундаментальныхальных предстпредставленийавлений группыгруппы G верверхнетреугольнымхнетреугольным образом.образом. Сле-Сле-
довательно,довательно, grgrB(C) = U(h[t])]). Теоремаеорема 1 докдоказана.азана.

ПоПо аналогиианалогии с работойработой [8][8] теоремутеорему 1 моможножно уточнить.уточнить. ЗададимЗададим другуюдругую филь-филь-
трациютрацию нана YV (g): degdeg t

(r)
ijij = r. ЧерезЧерез Q(C) обознаобозначимчим квадратичнуюквадратичную частьчасть по-по-

далгебрыдалгебры B(C), т. е.е. B(C)∩F 2YV (g), гдеде F 2YV (g) — поподпространстводпространство элементовэлементов
степенистепени нене вышевыше 2 алгебрыалгебры YV (g).

Теоремаеорема 3.3. ПустьПусть C ∈ T regreg . ПодалгебрПодалгебра B(C) совпадаетсовпадает с центрцентрализато-ализато-
рором подпрострподпространстваанства Q(C) .

ДокДоказательство.азательство. Рассмотримассмотрим grgrQ(C) ⊂ U(g[t])]). Заметим,Заметим, чточто grgrQ(C) ⊃
h(2)(2) . С другойдругой стороны,стороны, централизаторцентрализатор h(2)(2) в U(g[t])]) совпадаетсовпадает с U(h[t])]), см.см.
докдоказательствоазательство предлопредложенияения 2.62.6 в [5[5].].

ПространствоПространство Q(C) моможетет бытьбыть явноявно описано.описано.

ПредлоПредложениеение 4.4. Рассассмотриммотрим элелементыменты

σi(C) = 2J(tωi)−
∑

α∈Φ+

eα(C) + 1

eα(C)− 1
(α,α, αi)xαx

−
α ∈ Y (g),

i = 1, . . . , n . Тогдаогда Q(C) — линейнаялинейная обооболочкалочка элелементовментов σi(C) и подпрострподпростран-ан-
стваства h · h+ h .

ДокДоказательство.азательство. ЭлементыЭлементы σi(C) — этоэто с точностьюточностью додо h+h ·h и невыроневырож-ж-
денногоденного линейноголинейного преобразованияпреобразования «ст«старшиеаршие части»части» коэффициентовоэффициентов припри u−2
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рядовядов τi(u,u, C), чточто легклегко следуследуетет изиз явногоявного видавида коэффициентоэффициента R(2)(2) универ-универ-
сальнойсальной R-матрицы:-матрицы:

R(2)(2) = −
∑
λ∈Φ+

(x±α ⊗J(x∓α )−J(x±α )⊗x∓α )−
1

di

n∑
i=1=1

(hi⊗J(tωi)−J(hi)⊗ tωi)+
1

2
Ω2.

ПроверкПроверка предстпредставляетавляет собойсобой прпрямоеямое вычисление,вычисление, котороеоторое свосводитсдится к срав-срав-
нениюнению коэффициентовоэффициентов припри xαx−α . ЭтиЭти коэффициенты,оэффициенты, в своюсвою очередь,очередь, зависзависятят
тольктолько отот соответствующейсоответствующей корнюорню α slsl2 -тройки.-тройки.

СледствиеСледствие 5.5. ПодалгебрПодалгебра БетеБете B(C) совпадаетсовпадает с центрцентрализатороализатором линей-линей-
нойной обооболочкилочки элелементовментов σi(C) , i = 1, . . . , n .

АвторАвтор благоблагодаритдарит своегосвоего нанаучногоучного рукруковооводителядителя Л.Л. Г. РыбникРыбниковаова заза постпоста-а-
новкуновку задазадачичи и постопостоянноеянное вниманиевнимание к работе.работе.
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